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约定

譆 乛識九：域 譆 上的一元多项式环。

譆 乛乛識九九：域 譆 上的一元形式幂级数环。

譆 丨識丩：域 譆 上的一元有理分式域。

譆 丨丨識丩丩：域 譆 上的一元形式 乌乡乵乲乥乮乴 级数环。

譨譁譩：譁 生成的理想。

朴素做法能在 譏丨譮丩 时间内实现 譆 乛識九 中的加法，譏丨譮謲丩 时间内实现乘法与带余除法。

1 有限域

设 譆 为域。记 丱譆 或 丱 为其幺元，丰譆 或 丰 为其零元。

定义 丨域的特征丩 不难验证 譚 謡 譆 为 譡 謷謡 譡 謁 丱譆 为环同态，且其像同构于某个 譚謽議譚。域 譆 中

没有非零的零因子，于是 議 丽 丰 或者 議 为素数。记 乣乨乡乲丨譆 丩 为该 議，称作域 譆 的特征。

最简单的有限域是 譆議 为丽 譚謽議譚，其中 議 为素数。譆議 的特征是 議。

1.1 域扩张

设 譅謻譆 为域，给定嵌入 譵 为 譆 謬謡 譅。我们可将 譆 与 譵丨譆 丩 謚 譅 等同，在这个意义下，譆

可视为 譅 的子域。称 譅 为 譆 的扩张 丨扩域丩，记作 譅譪譆。
在域扩张 譅譪譆 中，譅 总是一个 譆 中线性空间。若 譅 的一个 譆 中子代数本身是域，则称作

譅譪譆 的子扩张。
域 譆 的最小子域或者是 譑，或者是 譆議，其中 議 是 譆 的特征。

定义 丱丮丱丮丱 令 譅譪譆 为域扩张。

• 定义 譅譪譆 的次数为 乛譅 为 譆 九 为丽 乤乩乭譆 譅。

• 若 乛譅 为 譆 九 有限，则称 譅譪譆 是有限扩张。

• 若每个 譸 謲 譅 在 譆 上都是代数元，则称 譅譪譆 为代数扩张。

• 定义 譆 乛譸九 为 譸 生成的子代数，譆 丨譸丩譪譆 为 譸 生成的子扩张。二者分别对应 譆 乛識九 与

譆 丨識丩。

• 若 譅 中有一族元素 警譸譩譧譩謲證 满足 譆 丨譸譩 为 譩 謲 證丩 丽 譅，则称 譆 为有限生成扩张，警譸譩譧譩謲證 称

作 譅譪譆 的生成集。

注记 有限扩张 譅譪譆 必然有限生成。若 警譸譪譧譫謱 为 譆 中线性空间 譅的基，则 譅 丽 譆 丨譸謱謻 謁 謁 謁 謻 譸譫丩。
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1.2 极小多项式

设域扩张 譅譪譆。对于 譸 謲 譅，定义其在 譆 上的极小多项式 譐譸 謲 譆 乛識九 为次数最低的使得

譐譸丨譸丩 丽 丰 的首一多项式。譸 的其他所有零化多项式 譑 謲 譆 乛識九 皆满足 譐譸 譪 譑。
由环论的结论可以得到 譐譸 不可约，于是有 譆 乛譸九

謘謀謡 譆 乛識九謽譨譐譸譩
謘謀謡 譆 丨譸丩，即 譆 乛譸九 是域且

譆 乛譸九 丽 譆 丨譸丩。具体地

譆 乛識九謽譨譐譸譩
謘謀謡 譆 丨譸丩

警 丫 譨譐譸譩 謷謀謡 警丨譸丩 为丽 乥乶譸丨警丩

識 丫 譨譐譸譩 謷謀謡 譸謻

其中 乥乶譸 为取值同态。

对于 譅譪譆 的任意子扩张 譅謰譪譆，若 譸 謲 譅 在 譆 上代数，则亦在 譅謰 上代数，且 譸 在 譅謰 上

的极小多项式必整除 譐譸，因此 乛譅謰丨譸丩 为 譅謰九 謔 乛譆 丨譸丩 为 譆 九。

命题 丱丮串丮丱 丨乌丮 之乲乯乮乥乣乫乥乲丩 设 譐 謲 譆 乛識九 为不可约多项式，定义 譆 中代数 譅 为丽 譆 乛識九謽譨譐 譩，
则 譅譪譆 是域扩张，乛譅 为 譆 九 丽 乤乥乧譐，且陪集 譸 为丽 識 丫 譨譐 譩 謲 譅 满足 譐 丨譸丩 丽 丰。

例 丱丮串丮串 复数域 譃可看作是 譒乛識九謽譨識謲丫丱譩。譃譪譒是域扩张，乤乩乭譒 譃 丽 串，且 譩 为丽 識丫 譨識謲丫

丱譩 謲 譒乛識九謽譨識謲 丫 丱譩 满足 譩謲 丫 丱 丽 丰。

1.3 有限域的构造

任何有限域 譆 都有非零的素数特征（否则导致 譑 嵌入 譆）。为进一步说明有限域的结构，

我们不加证明地给出如下定理。

定理 丱丮丳丮丱 任何特征为 議 的有限域都是 譆議 的有限扩张，且 譪譆 譪 丽 議譛譆 謺譆議譝。反过来，对任意

譱 丽 議譭 丨譭 謕 丱丩，在同构意义下都存在唯一的有限域 譆 使得 譪譆 譪 丽 譱，记作 譆譱，其元素皆满足

譸譱 丽 譸。

注记 以上定理给出 譸議 謑 譸 丨乭乯乤 議丩，且若 譸 謿 議则 譸議謀謱 謑 丱 丨乭乯乤 議丩。这正是费马小定理。

让我们先来看一个例子。我们已知 譆謲 是含有 串 个元素的域，我们现在来看怎么从它开始

构造出一个含有 临 个元素的域。在 譆謲乛識九 上取一个二次不可约多项式，譬如 識謲 丫識 丫 丱。于

是 譆謲乛識九謽譨識謲 丫識 丫 丱譩 是域。对于 警 謲 譆謲乛識九，我们在 譆謲乛識九 中做带余除法

警丨識丩 丽 譨丨識丩丨識謲 丫識 丫 丱丩 丫 譲丨識丩謻

记 譲丨識丩 丽 譣謰 丫 譣謱識，则

警丨譸丩 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩 丽 譨丨識丩丨識謲 丫識 丫 丱丩 丫 譲丨識丩 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩

丽 譣謰 丫 譣謱識 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩

丽
謀
譣謰 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩

謁
丫
謀
譣謱 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩

謁 謀
識 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩

謁
謺
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由于 譣謰謻 譣謱 謲 譆謲，它们只能取 丰 或 丱。于是 警丨識丩 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩 必然是以下四个之一：

丰 为丽 丰 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩謻

丱 为丽 丱 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩謻

譸 为丽 識 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩謻

丱 丫 譸 为丽 丱 丫識 丫 譨識謲 丫識 丫 丱譩謺

从而 譆謲乛識九謽譨識謲 丫識 丫 丱譩 恰有四个元素，分别是 丰謻 丱謻 譸謻 丱 丫 譸。这与我们上面的命题一致。

从这个例子中亦可看出，构造有限域的关键是找到 譆議 上的 譮 元的不可约多项式。

2 有限域的算法

我们知道，任何元素个数为 譱 的有限域 譆譱 都满足 譱 丽 議譭，其中 議 为某个质数。这表明，

若设 譐 丨識丩 謲 譆議乛識九 为某个 譭 次不可约多项式 譐譭，则 譆譱
謘謀謡 譆議乛識九謽譨譐 丨識丩譩。因此，我们总

可以将有限域 譆譱 中的元素看作是一个小于 譭 次的 譆議 上的多项式。

2.1 寻找不可约多项式

设 譱 丽 議譮，其中 議 为素数。我们的任务是找到 譆議乛識九 上的 譮 次首一不可约多项式。

朴素的做法是枚举首一的所有 議譮謀謱 个多项式 警，对于每个多项式，枚举次数小于等于 譮謽串

的所有首一多项式 譧，逐个判断是否有 譧 譪 警。其时间复杂度为 譏丨譱
議
譱 乬乯乧 譱丩。

若使用 久乲乡乴乯乳乴乨乥乮乥乳 筛或线性筛法，则可在更低时间按复杂度内一次性筛出所有 譭 丨譭 謔
譮丩 次首一不可约多项式。然而，这个优化仍然不是最显著的。

命题 串丮丱丮丱 丨乃丮 乆丮 乇乡乵乳乳丩 对任意 譮 謕 丱，有限域 譆譱 上的 譮次首一不可约多项式个数 三譮丨譱丩

有以下公式

三譮丨譱丩 丽
丱

譮

識
譤譪譮

謖
謐譮
譤

謑
譱譤謺

由此可知 譮三譮丨譱丩 丽 譱譮 丫 譯丨譱譮丩。这就说明，任意一个 譮 次首一多项式不可约的概率

是 丱謽譮。根据这点，我们随机选取首一多项式，判断它是否不可约。该做法的时间复杂度为

譏丨
議
譱 乬乯乧謳 譱丩。

2.2 基本运算

设 譱 丽 議譭，我们用 乾譏丨謁丩 表忽略 乬乯乧譭 及 乬乯乧 乬乯乧 譱 因子后的时间复杂度。基于朴素的多项

式运算，我们有

• 譆譱 中的加减法能在 譏丨乬乯乧 譱丩 时间内完成。

• 譆譱 中的乘法、取模能在 譏丨乬乯乧謲 譱丩 时间内完成。

其写法无非是一般的多项式运算加上对不可约多项式 譐譭 取模。
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2.3 特征为 2 的有限域

域 譆謲 为丽 譚謽串譚 是特殊的。观察到，譆謲 仅有 丰謻 丱 两个元素，其加法无非是异或运算 乸乯乲。

这导致特征为 串 的有限域 譆謲譭 在计算机中能更方便且快速地进行运算。

这里给出 譆謲乛識九 中前一些次数的不可约多项式：

丰謻

丨丱丱丩謲謻

丨丱丱丱丩謲謻

丨丱丰丱丱丩謲謻

丨丱丰丰丱丱丩謲謻

丨丱丰丰丱丰丱丩謲謻

丨丱丰丱丱丰丱丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丰丰丱丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丱丱丱丰丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丰丱丰丰丰丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丱丱丰丱丱丱丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丰丰丰丰丰丱丰丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丰丱丱丱丰丱丰丱丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丰丰丰丰丰丱丱丰丱丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丰丰丰丱丰丱丰丱丰丰丱丩謲謻

丨丱丰丰丰丰丰丰丰丰丰丱丱丰丱丰丱丩謲謺

我们将这些不可约多项式记到数组 ir[] 中。

namespace FFCalc {

using Felement = unsigned int;

array <Felement , 16> ir = {...};

Felement add(Felement a, Felement b) { return a ^ b; }

Felement reduce(Felement a, size_t n) {

if (a < (1 << n)) return a;

return reduce(a ^ (ir[n] << (__lg(a) - n)), n);

}

Felement mul(Felement a, Felement b, size_t n) {

Felement mult = 0;

for (int i = 0; i < n; i++)
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if (b & (1 << i)) mult ^= (a << i);

return reduce(mult , n);

}

}; // namespace FFCalc

3 快速算法

上一节给出的做法是最朴素的，我们还可以做得更快，其切入点在于加速多项式的运算。

3.1 循环卷积

熟知的公式

譢警譫 丽
譮謀謱識
譪謽謰

警譪 乥乸买

謒
謀串譫謙譩

譮
譪

謓
謨謩 警譭 丽

丱

譮

譮謀謱識
譬謽謰

譢警譬 乥乸买謒串譭謙譩

譮
譬

謓
由矩阵等式謰譂譂譂譂譂譂譂譀

丱 丱 丱 謁 謁 謁 丱

丱 謡 謡謲 謁 謁 謁 謡譮謀謱

丱 謡謲 謡謴 謁 謁 謁 謡謲謨譮謀謱謩

丮丮丮
丮丮丮

丮丮丮
丮 丮 丮

丮丮丮

丱 謡譮謀謱 謡謲謨譮謀謱謩 謁 謁 謁 謡謨譮謀謱謩謨譮謀謱謩

謱譃譃譃譃譃譃譃譁
丽 譮

謰譂譂譂譂譂譂譂譀

丱 丱 丱 謁 謁 謁 丱

丱 謡謀謱 謡謀謲 謁 謁 謁 謡謀謨譮謀謱謩

丱 謡謀謲 謡謀謴 謁 謁 謁 謡謀謲謨譮謀謱謩

丮丮丮
丮丮丮

丮丮丮
丮 丮 丮

丮丮丮

丱 謡謀謨譮謀謱謩 謡謀謲謨譮謀謱謩 謁 謁 謁 謡謀謨譮謀謱謩謨譮謀謱謩

謱譃譃譃譃譃譃譃譁

謀謱

给出，其中 謡 丽 乥乸买丨串謙譩謽譮丩。我们考虑域 譃乛識九謽譨識譮 謀 丱譩，记 警丨識丩 丽
譐譮謀謱

謰 警譪識
譪 以及

譢警 为丽
謀 譢警謰謻 譢警謱謻 謁 謁 謁 謻 譢警譮謀謱

謁
謲 譃譮謻

则映射 譆 为丽
謂
警 謷謡 譢警謃 是 譃乛識九謽譨識譮 謀 丱譩 謡 譃譮 的环同态，这是因为对每个 譫 丨譫 謼 譮丩 都有謠
譮謀謱識
譪謽謰

警譪謡
譫譪

謡謠
譮謀謱識
譪謽謰

譧譪謡
譫譪

謡
丽

譮謀謱識
譬謽謰

謠
譬識

譪謽謰

警譪譧譬謀譪 丫
譬謫譮謀謱識
譪謽謰

警譪譧譬謫譮謀謱謀譪

謡
謡譫譬謺

设 譆 是域，我们称 譆 乛識九謽譨識譮 謀 丱譩 中的乘法称作循环卷积。设 警謻 譧 謲 譃乛識九謽譨識譮 謀 丱譩，则
其循环卷积可通过 譆謀謱丨譆丨警丩譆丨譧丩丩 计算。事实上，由 乄乆乔 的公式易知 譆 是环同构。
设 警謻 譧 謲 譆 乛識九，令 譮 丽 乤乥乧 警 丫 乤乥乧 譧 丫 丱，则 警譧 在 譆 乛識九 中与 譆 乛識九謽譨識譮 謀 丱譩 中的表达

式是一样的。因此，取这样的 譮，则上述离散傅里叶变换亦可用于计算正常的多项式乘法。

3.2 快速傅里叶变换 (FFT)

丳丮串丮丱 分治法

设 警丨識丩 丽
譐譮謀謱

謱 譣譪識
譪 謲 譃乛識九謽譨識譮 謀 丱譩。令

譧丨識丩 丽
識
謲譪謔譮

譣謲譪識
譪 謻 譨丨識丩 丽

識
謲譪謫謱謔譮

譣謲譪謫謱識
譪 謻
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则有 警丨識丩 丽 譧丨識謲丩 丫識譨丨識謲丩。记 謡譮 丽 乥乸买丨串謙譩謽譮丩，代入 謡譫
譮 与 謡

譫謫譮謽謲
譮 。显然 譧謻 譨 在这两点

的取值相同。我们有

警
謀謀
謡譫
譮

謁
謲
謁
丽 譧
謀謀
謡譫
譮

謁
謲
謁
丫 謡譫

譮譨
謀謀
謡譫
譮

謁
謲
謁
丽 譧
謀
謡譫
譮謽謲

謁
丫 謡譫

譮譨
謀
謡譫
譮謽謲

謁
謻

警
謀謀
謡譫謫譮謽謲
譮

謁
謲
謁
丽 譧
謀
謡謲譫謫譮
譮

謁
丫 謡譫謫譮謽謲

譮 譨
謀
謡謲譫謫譮
譮

謁
丽 譧
謀
謡譫
譮謽謲

謁
謀 謡譫

譮譨
謀
謡譫
譮謽謲

謁
謺

若能求出 譧謻 譨在 謡譫
譮謽謲的取值则可以得到 警 在 謡譫

譮与 謡
譫謫譮謽謲
譮 处的值。注意到前者对应 譃乛識九謽譨識譮謽謲謀

丱譩，于是我们将问题转化为了两个 譮謽串 时的相同问题。

当 譮 丽 串譭 丨譭 謲 譎丩 时，上述过程可以一直进行下去。这就给出了一个分治的做法。

丳丮串丮串 乆乄乆乔 的递归法实现

using Comp = std::complex <double >; // STL complex

constexpr Comp I(0, 1); // i

constexpr int MAX_N = 1 << 20;

Comp tmp[MAX_N ];

// rev=1,DFT; rev=-1,IDFT

void DFT(Comp* f, int n, int rev) {

if (n == 1) return;

for (int i = 0; i < n; i++) tmp[i] = f[i];

for (int i = 0; i < n; i++) {

if (i & 1)

f[n / 2 + i / 2] = tmp[i];

else

f[i / 2] = tmp[i];

}

Comp *g = f, *h = f + n / 2;

DFT(g, n / 2, rev), DFT(h, n / 2, rev);

Comp cur(1, 0), step(cos(2 * M_PI / n), sin(2 * M_PI * rev /

n));

for (int k = 0; k < n / 2; k++) {

tmp[k] = g[k] + cur * h[k];

tmp[k + n / 2] = g[k] - cur * h[k];

cur *= step;

}

for (int i = 0; i < n; i++) f[i] = tmp[i];

}
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丳丮串丮丳 位逆序置换

使用位逆序置换 丨乢乩乴中乲乥乶乥乲乳乡乬 买乥乲乭乵乴乡乴乩乯乮丩 可求出第 譫 项在分治到底后的位置。据此，我

们不必递归，而是变换位置后直接进行计算。

3.3 快速数论变换 (NTT)

以 譒乛譍 九 表幺半群环。

乄乆乔 的依据是存在环同构 譃乛識九謽譨識譮 謀 丱譩 謘謀謡 譃譮。现在我们考虑讲它迁移到有限域 譆譱 上

来，于是问题的关键便在于，在什么情况下存在环同构 譆譱乛識九謽譨識譮 謀 丱譩 謘謀謡 譆譮
譱。

设 謡譮 表 譮 次单位根，我们有 譃乛識九謽譨識譮 謀 丱譩 謘謀謡
譑譮

謱 譃乛識九謽譨識 謀 謡譪
譮譩，这就给出了 乄乆乔

所依据的环同构。循这种思路，我们给出如下定理。

定理 丳丮丳丮丱 丨中国剩余定理丩 设 譒 为环，證謱謻 謁 謁 謁 謻 證譮 为一族理想。假设对每个 譩 謶丽 譪 皆有

證譩 丫 證譪 丽 譒，则环同态

謧 为 譒 謀謡
譮譙

譩謽謱

譒謽證譩謻

譲 謷謀謡 丨譲 乭乯乤 證譩丩
譮
謱

诱导出环同构

譒
謮謒 譮譜

譩謽謱

證譩

謓
謘謀謀謡

譮譙
譩謽謱

譒謽證譩謺

于是，问题的关键在于多项式 識譮 謀 丱 能否在 譆譱 中分解为 譮 个不同一次因式的乘积，而

这又导致我们在 譆譱 中寻找 譮 次本原单位根。若存在，则由中国剩余定理，我们可用这个单位

根在该有限域上做傅里叶变换。

定义 丳丮丳丮串 设 譇 是群，譆 是域。

• 设 譸 謲 譇。定义 譸 的阶 乯乲乤丨譸丩 为丽 譪譨譸譩譪，即其生成群的元素个数。

• 若 譧 謲 譆謂 满足 譨譧譩 丽 譆謂，即 譧 是 譆 的乘法群的生成元，则称 譧 为 譆 的原根。

特别地，我们考虑 譆議 为丽 譚謽議譚，其中 議 为素数，其乘法群的阶为 議謀 丱。对于 譫 謔 議，我

们有 譫謧謨議謩 丽 譫議謀謱 丽 丱。因此在数论中我们将满足 丨 譧丩 丽 謧丨譭丩 的 譧 称作模 譭 的原根。

设 譧 为 譆議 的一个原根，则 譧 是 譆議 的一个 議謀 丱 次本原单位根，因之对任意 譤 譪 議謀 丱 都

有 譧譤 是 譆議 的 丨議 謀 丱丩謽譤 次本原单位根。由此，我们将 譆議 上的傅里叶变换转化为了求原根的

问题。

当 譧 为 譆議 的一个原根时，为了将傅里叶变换迁移到 譆議 上，我们首先要求 議 謀 丱 含有因

子 串譭。只有这样，我们才能对所有 譮 丽 串譫 丨譫 謔 譭丩 做长度为 譮 的傅里叶变换，其具体做法是

用 譧謨議謀謱謩謽譮 替代 謡譮。

我们还希望 譭 尽可能大。基于这点，最常用的 議 是 丹丹丸串临临丳丵丳，它等于 丱丱丹 謁 串謲謳 丫 丱。
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#define ll long long

const ll mod = 998244353 , G = 3;

const ll invG = Qpow(G, mod - 2);

const ll inv2 = Qpow(2, mod - 2), invI = Qpow(I, mod - 2);

#define ck(x) ((x) >=mod?(x)-mod:(x))

void NTT(ll *f, ll flag , ll n) {

for (ll i = 0;i<n;i++)

if (i < tr[i]) swap(f[i], f[tr[i]]);

for (ll p = 2; p <= n; p <<= 1) {

ll len = p >> 1, wn = Qpow(flag ? G : invG , (mod - 1) / p

);

for (ll k = 0, buf = 1; k < n; k += p, buf = 1)

for (ll i = k, tmp; i < k + len; i++)

tmp = buf * f[i + len] % mod ,

f[i + len] = ck(f[i] - tmp + mod),

f[i] = ck(f[i] + tmp), buf = buf * wn % mod;

}

if (!flag) {

ll invn = Qpow(n, mod - 2);

for (ll i = 0; i < n; i++) f[i] = f[i] * invn % mod;

}

}

while (n < m) n <<= 1;

for (ll i = 0; i < n; i++)

tr[i] = (tr[i >> 1] >> 1) | ((i & 1) ? n >> 1 : 0);

上面这个 譆議 上的快速傅里叶变换算法又称快速数论变换 丨乎乔乔丩。

3.4 有限域乘法的快速算法

现在考虑一般的有限域 譆譱，其中 譱 丽 議譭，議 为素数。留意到 譆譱 中的元素无非是 譆議 上次

数小于 譭 的多项式加上一个 譭 次首一不可约多项式为零的限制。

在本原单位根的次数足够大时，傅里叶变换可以处理多项式乘法。因此上述 乎乔乔 算法给

出了一个在 譏丨譮 乬乯乧 譮丩 的时间内计算 譆譱乛識九 中次数为 譮 的两个多项式乘法的方法。

void Mul(ll *f, ll *g, ll *p, ll n, ll m){

static ll _f[N], _g[N], _n , _m;

_n = n, _m = m, m += n, n = 1;

while (n < m) n <<= 1;
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for (ll i = 0; i < n; i++)

tr[i] = (tr[i >> 1] >> 1) | ((i & 1) ? n >> 1 : 0);

for (ll i = 0; i < _n; i++) _f[i] = f[i];

for (ll i = 0; i < _m; i++) _g[i] = g[i];

for (ll i = _n; i < n; i++) _f[i] = 0;

for (ll i = _m; i < n; i++) _g[i]=0;

NTT(_f , 1, n), NTT(_g , 1, n);

for (ll i = 0; i < n; i++) p[i] = _f[i] * _g[i] % mod;

NTT(p, 0, n);

}

然而，现在我们还不能快速计算有限域中的乘法，因为得出多项式后，我们还需对一个首

一不可约多项式取模。我们将这个问题留到下一节处理。

4 形式幂级数环与 Lagrange 反演

4.1 收敛性与级数复合

设环 譒 自带拓扑，兹定义形式幂级数列收敛的概念。记 乛識譮九警丨識丩 表示 識譮 项系数 譣譮。

注意，下面定义的收敛模式只适用于本文。一般地，在拓扑的环（如复数域）的形式幂级

数环上给出一个良好的拓扑，这是一个尚未解决的问题。

定义 临丮丱丮丱

• 一元形式幂级数列 警警譮丨識丩譧若满足各次项系数的序列 警乛識譫九警譮丨識丩譧各自收敛于 乛識譫九警丨識丩，

则称 警警譮丨識丩譧 收敛于 警丨識丩，记作 乬乩乭 警譮丨識丩 丽 警丨識丩。

• 若 乬乩乭
譐

譩謔譮 警譩丨識丩 丽 警丨識丩，则称该无穷和等于 警丨識丩。相应可定义无穷乘积
譑

譩 警譩丨識丩。

• 设一元形式幂级数 警丨識丩謻 譧丨識丩 的系数为 警警譮譧 与 警譧譮譧。其复合 丨警 謎 譧丩丨識丩 为丽 警丨譧丨識丩丩 若

良定义，则是收敛的无穷和
譐謱

謰 警譮譧丨識丩譮。

在一般的拓扑环 譒 上，形式幂级数收敛相当于是系数逐点收敛。当 譒 是有限域 譆譱 时则

更为简单，因为此时系数的拓扑只能取离散拓扑，收敛式 警譮 謡 警 即表示 乯乲乤丨警譮 謀 警丩 謡 謱。
另一方面，若复合 警 謎 譧 良定义，则它们满足以下几个条件中至少一条：

• 警 仅有有限项非零，即 警 是多项式。

• 乛識謰九譧丨識丩 丽 丰。

• 警 和 譧 是能使对应无穷和的系数逐项在拓扑环 譒 上收敛的特殊级数。

零次项为零的形式幂级数 警謻 譧 謲 識譒乛乛識九九 的复合 警 謎 譧 及 譧 謎 警 一定收敛在 識譒乛乛識九九 中。确切地

说，識譒乛乛識九九 对复合 謎 成一以 識 为单位元的幺半群 丨識譒乛乛識九九謻 謎丩。
为了求解复合逆，我们需要引入 乌乡乧乲乡乮乧乥 反演。接下来我们用 譆 表示域。
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4.2 Lagrange反演

临丮串丮丱 一般形式及其推广

引理 临丮串丮丱丮丱 丨形式留数丩 设 譆 丨識丩 丽
譐

譮謕謱 譡譮識
譮 是 譆 上的 乌乡乵乲乥乮乴 级数，乛識謱九譆 丨識丩 謶丽 丰，

则有 謂
識謀謱

謃 謀
譆 謰丨識丩譆 丨識丩譫

謁
丽 乛譫 丽 謀丱九謺

定理 临丮串丮丱丮串 设 譆 丨識丩 謲 譆丨丨識丩丩，则有

譮乛識譮九譆 譨謀謱譩丨識丩譫 丽 譫
謂
識譮謀譫

謃謒 識

譆 丨識丩

謓譮

丽 譫
謂
識謀譫

謃
譆 丨識丩謀譮謺

推论 临丮串丮丱丮丳 设 警丨識丩謻 譇丨識丩 謲 譆丨丨識丩丩。若 警丨識丩 丽 識譇丨警丨識丩丩，则

譮乛識譮九警丨識丩譫 丽 譫
謂
識譮謀譫

謃
譇丨識丩譮謺

证明 丨形式幂级数情形丩 令 譆 譨謀謱譩丨識丩譫 丽
譐

譩謾譫 議譩識
譩，则

識譫 丽 譆 譨謀謱譩丨譆 丨識丩丩譫 丽
識
譩謾譫

議譩譆 丨識丩譩謺

等式两端取微分得

譫識譫謀謱 丽
識
譩謾譫

譩議譩譆 丨識丩譩謀謱譆 謰丨識丩謻

譫識譫謀謱

譆 丨識丩譮
丽
識
譩謾譫

譩議譩譆 丨識丩譩謀譮謀謱譆 謰丨識丩

丽 譮議譮譆 丨識丩謀謱譆 謰丨識丩 丫
識

譩謾譫謻譩 謶謽譮

譩議譩
丱

譩謀 譮

譤

譤識
譆 丨識丩譩謀譮謻

于是 謂
識謀謱

謃 譫識譫謀謱

譆 丨識丩譮
丽
謂
識謀謱

謃
譮議譮譆 丨識丩謀謱譆 謰丨識丩

丽
謂
識謀謱

謃
譮議譮 謁 譡謱 丫 串譡謲識 丫 謁 謁 謁

譡謱識 丫 譡謲識謲 丫 謁 謁 謁

丽
謂
識謀謱

謃
譮議譮

謒
丱

識
丫 謁 謁 謁

謓
丽 譮議譮謺

从而立即得到 謂
識謀謱

謃 譫識譫謀謱

譆 丨識丩譮
丽 譮議譮 丽 譮乛識譮九譆 譨謀謱譩丨識丩譫謺

謃

命题 临丮串丮丱丮临 设 譆 丨識丩 丽
譐

譮謕謱 譡譮識
譮謻 譈丨識丩 謲 譆丨丨識丩丩，并设 譇丨識丩 是 譆 丨識丩 的复合逆，则

乛識譮九譈丨譆 丨識丩丩 丽
丱

譮
乛識譮謀謱九譈 謰丨識丩

謒
識

譇丨識丩

謓譮

謺
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证明 譈丨識丩 丽 識譫 时就是普通的乌乡乧乲乡乮乧乥反演；其余情形的 譈丨識丩 乃是 識譫 的线性组合，故

只需确认 譈丨識丩 丽 識譫 即完成证明。 謃

命题 临丮串丮丱丮临 謰 设 譆 丨識丩 丽
譐

譮謕謱 譡譮識
譮謻 譇丨識丩謻 譈丨識丩 謲 譆丨丨識丩丩 满足 譆 丨譇丨識丩丩 丽 譈丨識丩，那么

乛識譮九譆 丨識丩 丽
丱

譮
乛識譮謀謱九譈 謰丨識丩

謒
識

譇丨識丩

謓譮

謺

或者

譆 丨識丩 丽
譤

譤識

謔
譈 謰丨識丩

謒
識

譇丨識丩

謓譮謕
謺

证明 无非令新的 譆 丨識丩 代表原先的 譈丨譆 丨識丩丩，则 譆 丨譇丨識丩丩 丽 譈丨識丩。 謃

推论 临謺串謺丱謺丳 也有相应的复合形式。

命题 临丮串丮丱丮丵 设 警丨識丩謻 譇丨識丩謻 譈丨識丩 謲 譆丨丨識丩丩。若 警丨識丩 丽 識譇丨警丨識丩丩，则

譮乛識譮九譈丨警丨識丩丩 丽
丱

譮

謂
識譮謀謱

謃
譈 謰丨識丩譇丨識丩譮謺

临丮串丮串 另类乌乡乧乲乡乮乧乥反演

定理 临丮串丮串丮丱 设 譆 丨識丩 丽
譐

譮謕謱 譡譮識
譮 謲 譆丨丨識丩丩，则有

乛識譮九譆 譨謀謱譩丨識丩譫 丽
謂
識譮謀譫

謃
譆 謰丨識丩

謒
識

譆 丨識丩

謓譮謫謱

丽
謂
識謀譫謀謱

謃
譆 謰丨識丩譆 丨識丩謀譮謀謱謺

证明 考虑在 丨临丮丳丩 式中不进行求导，而是乘以 譆 謰丨識丩譆 丨識丩謀譮謀謱。运用引理 临謺串謺丱謺临 得

識譫 丽
識
譩謾譫

議譩譆 丨識丩譩謻

識譫譆 謰丨識丩譆 丨識丩謀譮謀謱 丽
識
譩謾譫

議譩譆
謰丨識丩譆 丨識丩譩謀譮謀謱謻

謂
識謀謱

謃 謀
識譫譆 謰丨識丩譆 丨識丩謀譮謀謱

謁
丽
謂
識謀謱

謃識
譩謾譫

議譩譆
謰丨識丩譆 丨識丩譩謀譮謀謱 丽 議譮謻

謂
識謀譫謀謱

謃
譫譆 謰丨識丩譆 丨識丩謀譮謀謱 丽 乛識譮九譆 譨謀謱譩丨識丩譫謺

謃

另类乌乡乧乲乡乮乧乥反演也有相应的复合形式。

定理 临丮串丮串丮串 设 譆 丨識丩 丽
譐

譮謕謱 譡譮識
譮謻 譈丨識丩 謲 譆丨丨識丩丩，并设 譇丨識丩 是 譆 丨識丩 的复合逆，则

乛識譮九譈丨譆 丨識丩丩 丽 乛識譮九譈丨識丩譇謰丨識丩

謒
識

譇丨識丩

謓譮謫謱

丽
謂
識謀謱

謃
譈丨識丩譇謰丨識丩譇丨識丩謀譮謀謱謺

定理 临丮串丮串丮串 謰 设 譆 丨識丩 丽
譐

譮謕謱 譡譮識
譮謻 譇丨識丩謻 譈丨識丩 謲 譆丨丨識丩丩 满足 譆 丨譇丨識丩丩 丽 譈丨識丩，那么

乛識譮九譆 丨識丩 丽 乛識譮九譈丨識丩譇謰丨識丩

謒
識

譇丨識丩

謓譮謫謱

丽
謂
識謀謱

謃
譈丨識丩譇謰丨識丩譇丨識丩謀譮謀謱謺
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5 譆p[[X]] 上的快速算法

考虑形式幂级数环 譆議乛乛識九九，其中 議 为素数。

5.1 初等函数

定理 丵丮丱丮丱 以下 譆議乛乛識九九 中的运算可在 譏丨譮 乬乯乧 譮丩 时间内完成：

• 求逆：对于 警 謲 譆議乛乛識九九，求 警謀謱 謲 譆議乛乛識九九 使得 警警謀謱 丽 丱。

• 带余除法：对于 警謻 譧 謲 譆議乛識九，求 譨謻 譲 謲 譆議乛識九 使得 警 丽 譨譧 丫 譲。

• 指数：对于 警 謲 譆議乛乛識九九，求 乥乸买丨警丩 謲 譆議乛乛識九九。

• 对数：对于 警 謲 譆議乛乛識九九，求 乬乯乧丨警丩 謲 譆議乛乛識九九。

• 幂：对于 警 謲 譆議乛乛識九九謻譭 謲 譎，求 警譭 謲 譆議乛乛識九九。

• 开根：对于 警 謲 譆議乛乛識九九，求
議
警 謲 譆議乛乛識九九。

• 三角函数：对于 警 謲 譆議乛乛識九九，求 乳乩乮丨警丩謻 乣乯乳丨警丩謻 乴乡乮丨警丩。

• 反三角函数：对于 警 謲 譆議乛乛識九九，求 乡乲乣乳乩乮丨警丩謻 乡乲乣乣乯乳丨警丩謻 乡乲乣乴乡乮丨警丩。

我们有必要对此进行进一步说明。最基本地，指数函数与对数函数定义为

乥乸买丨識丩 为丽
謱識

譮謽謰

識譮

譮両
謻 乬乯乧丨丱謀識丩 为丽 謀

謱識
譮謽謱

識譮

譮
謻

其中 丱謽譮両 以及 丱謽譮 皆在 譆議 中定义。定理中给出的 乥乸买 与 乬乯乧 无非是形式幂级数的复合。进

一步，令 譩 指代 譸謲 謑 謀丱 丨乭乯乤 議丩 的解，则我们定义三角幂级数

乣乯乳丨識丩 为丽
乥乸买丨譩識丩 丫 乥乸买丨謀譩識丩

串
謻 乳乩乮丨識丩 为丽

乥乸买丨譩識丩謀 乥乸买丨謀譩識丩

串譩
謻 乴乡乮丨識丩 丽

乳乩乮丨識丩

乣乯乳丨識丩
謺

最后，我们来进一步说明多项式在 譆議乛乛識九九 中的求逆。设 警 丽
譐謱

謰 譡譪識
譪 謻 譧 丽

譐謱
謰 譢譫識

譫，

等式 警譧 丽 丱 给出方程组

丱 丽 譡謰 丫 譢謰謻

丰 丽 譡謱譢謰 丫 譡謰譢謱謻

丰 丽 譡謲譢謰 丫 譡謱譢謱 丫 譡謰譢謲謻

謁 謁 謁

丰 丽
譮識

譪謽謰

譡譪譢譮謀譪 謻 謁 謁 謁 丰 丽
譮識

譪謽謰

譡譪譢譭謀譪 謻

謁 謁 謁
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每一个第 譭 行都仅有 譢譭 一个新的未知数。从 譭 丽 譮丫 丱 开始，其方程总是

譢譭 丽 謀譡謀謱
謰

譭謀謱識
譪謽謰

譡譪譢譭謀譪 謻

这是一个常系数齐次线性递推。反过来，所有常系数齐次线性递推都对应一个多项式的求逆。

5.2 复合逆的快速算法

对于 譧丨警丨識丩丩 丽 識，首先有 乌乡乧乲乡乮乧乥 反演

乛識譮九譧丨識丩 丽
丱

譮

謂
識譮謀謱

謃謒 識

警丨識丩

謓譮

謻

据此就有

譧丨識丩 丽
譮識

譫謽謰

謠
丱

譫

謂
識譫謀謱

謃謒 識

警丨識丩

謓譫
謡
識譫

丽
譌識

譩謽謰

譌識
譪謽謰

謠
丱

譩譌丫 譪

謂
識譩譌謫譪謀謱

謃謒 識

警丨識丩

謓譩譌謫譪
謡
識譩譌謫譪

丽
譌識

譩謽謰

識譩譌

譌識
譪謽謰

識譪

譩譌丫 譪

謂
識譩譌謫譪謀謱

謃謠謒 識

警丨識丩

謓譩譌謒
識

警丨識丩

謓譪
謡
謻

于是 譏丨譮
議
譮 乬乯乧 譮丩 预处理

謀
識

警謨識謩

謁譩譌
与
謀

識
警謨識謩

謁譪
即可。内层和式暴力计算并与 識譩譌 相乘，相加

即是答案，这部分复杂度为 譏丨譮謲丩。

5.3 多项式复合

使用与复合逆类似的做法。首先观察到

譮識
譩謽謰

謀
乛識譩九警丨識丩

謁
譧丨識丩譩 丽

譌識
譩謽謰

譌識
譪謽謰

謀謂
識譩譌謫譪

謃
警丨識丩

謁
譧丨識丩譩譌謫譪

丽
譌識

譩謽謰

譧丨識丩譩譌
譌識

譪謽謰

謀謂
識譩譌謫譪

謃
警丨識丩

謁
譧丨識丩譪 謻

于是 譏丨譮
議
譮 乬乯乧 譮丩 预处理 譧丨識丩譩譌 与 譧丨識丩譩 即可。

謋 贾岚晴


