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1 组合结构与生成函数

1.1 组合类

定义 朱朮朱朮朱 一个组合类 木A, f朩 是一个可数集 A 配有一个大小函数 f 机 A → N，其中的元素称
为组合对象。记 |α| 机朽 f木α朩, α ∈ A 表示大小函数的值。

下面记

An 朽 {α ∈ A 机 |α| 朽 n}

表示组合类中大小为 n 的对象构成的子类。由此定义计数数列的概念。

定义 朱朮朱朮朲 定义组合类 A 的计数数列 {An} 是一个非负整数数列，满足 An 朽 杣条杲杤木An朩，即

An 朽 杣条杲杤 {α ∈ A 机 |α| 朽 n} .

作为区分，以上定义的组合类亦称无标号组合类。

1.2 无标号体系

朱朮朲朮朱 普通生成函数

定义 朱朮朲朮朱朮朱 一个组合类 A 的普通生成函数 木杏杇杆朩 A木z朩 是一个形式幂级数，满足

A木z朩 朽
∞∑
n=0

Anz
n.

根据计数数列 An 的定义，我们也可以把 A 的 杏杇杆 写成

A木z朩 朽
∑
α∈A

z|α|.

这样的形式其组合意义是明显的：将每一组合对象的大小放到不定元的指数上求和。

我们知道，组合计数研究的是某一大小的组合对象的数目，而生成函数正是将大小为 n

的组合对象写作是一个单项式 zn，由此体现组合对象的大小这一关键信息。因此一个组合类

的 杏杇杆 浓缩了整个组合类的计数信息。

朱朮朲朮朲 无标号组合类的基本运算

定义 朱朮朲朮朲朮朱

• 如果组合类 A,B满足其计数数列 {An} 朽 {Bn}，则称它们相等，记作 A ∼朽 B或 A 朽 B。

• 一系列组合类 {Ai}i∈I 具有笛卡尔积

A 朽
∏
i∈I

Ai,

其中元素形如 木αi朩i∈I , αi ∈ Ai，自然有投影映射 材杲j 机
∏
i∈I Ai → Aj；大小函数定义为

|木αi朩i∈I |A 朽
∑
i∈I

|αi|Ai
.



1 组合结构与生成函数 朲

• 一系列组合类 木Ai朩i∈I 具有无交并

A 朽
∐
i∈I

Ai,

其元素形如 木α, j朩，表示组合对象 α来自 Aj，由此有自然的嵌入映射 ιj 机 Aj →
∐
i∈I Ai；

而大小函数则定义为

|木α, j朩|A 机朽 |α|Aj
.

笛卡尔积 A× B 的意义是从 A 和 B 中分别取出一个元素组成新的组合对象，由此构成一
个新组合类；而无交并的意义则是将两个组合类的元素放到一起，组成新的组合类。

另可定义 An 机朽
∏n
i=1 A 以及 nA 机朽

∐n
i=1 A。由此我们可以定义幺半环 Z≥0 上组合类 A

的形式幂级数集合 Z≥0木杛A杝朩，其中 A0 的意义将在下文给出。

命题 朱朮朲朮朲朮朲 设有一族组合类 木Ai朩i∈I，则

A 朽
∏
i∈I

Ai 朽⇒ A木z朩 朽
∏
i∈I

Ai木z朩,

A 朽
∐
i∈I

Ai 朽⇒ A木z朩 朽
∑
i∈I

Ai木z朩.

其中“组合类进行笛卡尔积，对应生成函数相乘”可看作是广义的乘法原理，而“组合类

进行无交并，对应生成函数相加”则可看作是广义的加法原理。

朱朮朲朮朳 无标号组合类的基本构造

定义 朱朮朲朮朳朮朱

• 中性类 E 是生成函数 E木z朩 朽 朱 的组合类，它仅包含空对象。显见

A ∼朽 E × A ∼朽 A× E .

特别地，中性类 E 可视作是 A0；我们记 ϵ 为空元素，则 E 也可表示为 {ϵ}。

• 原子类 Z◦ 朽 {◦},Z• 朽 {•} 是仅包含一个元素的组合类，生成函数 Z木z朩 朽 z。

我们需对生成函数作进一步讨论。首先，根据组合意义，显然生成函数的系数应当是非负

整数。进一步，组合类的运算保证了生成函数的系数总是非负整数，于是任一生成函数 A木z朩

都在环 Z杛杛z杝杝之中。然而这个环性质不佳，故我们通常在扩环 C杛杛z杝杝甚至域 C木木z朩朩上考虑；使用
这个记号也是出于一些历史上的原因。

杓来東杵来杮杣来 构造 设 A 是满足 A0 朽 朰 的组合类，则其 杓来東杵来杮杣来 构造是

杓EQ木A朩 朽 E 末A末 木A×A朩 末 木A×A×A朩 末 · · · ,

其组合意义为

杓EQ木A朩 朽 {木α1, · · · , αℓ朩 机 ℓ ≥ 朰, αj ∈ A}.
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设 A 朽 杓EQ木B朩，则

A木z朩 朽
∞∑
n=0

B木z朩n 朽
朱

朱−B木z朩
.

我们之所以要求 A0 朽 朰，一方面是保证 朱/木朱 − B木z朩朩 收敛，另一方面只有如此，该构造的组

合意义才明确。

权杹杣杬来 构造 设 A 是 A0 朽 朰 的组合类，则其 权杹杣杬来 构造是

权YC木A朩 机朽 木杓EQ木A朩{ϵ}朩/杓,

其中 杓 是圆排列的等价类

木β1, · · · , βr朩杓 木β′
1, · · · , β′

r朩, β′
i 朽 β1+(j−1+d) mod r.

杍杵杬杴杩杳来杴 构造 设 A 是 A0 朽 朰 的组合类，则其 杍杵杬杴杩杳来杴 构造是

杍杓ET木A朩 机朽 杓EQ木A朩/杒,

其中 杒 是任意置换下的等价关系

木β1, · · · , βr朩杒 木β′
1, · · · , β′

r朩 ⇐⇒ ∃σ ∈ Sr, βj 朽 σ木β′
j朩, ∀j ≤ r.

其组合意义为

杍杓ET木A朩 朽 {{α1, · · · , αℓ} 机 ℓ ≥ 朰, αj ∈ A}.

材杯杷来杲杳来杴 构造 设 A 是 A0 朽 朰 的组合类，则其 材杯杷来杲杳来杴 构造是 A 中所有有限子集构成的
组合类。换言之，A 的 材杯杷来杲杳来杴 构造 材杓ET木A朩 ⊂ 杍杓ETA 定义为

材杓ET木A朩 机朽 {{α1, · · · , αℓ} 机 ℓ ≥ 朰, αj ∈ A, βj互不相等}.

定理 朱朮朲朮朳朮朲

A 朽 杓EQ木B朩 朽⇒ A木z朩 朽
朱

朱−B木z朩

A 朽 材杓ET木B朩 朽⇒ A木z朩 朽


∏
n≥1

木朱 末 zn朩Bn

来杸杰

(
∞∑
k=1

木−朱朩k−1

k
B木zk朩

)

A 朽 杍杓ET木B朩 朽⇒ A木z朩 朽


∏
n≥1

木朱− zn朩−Bn

来杸杰

(
∞∑
k=1

朱

k
B木zk朩

)

A 朽 权YC木B朩 朽⇒ A木z朩 朽
∞∑
k=1

φ木k朩

k
杬杯杧

朱

朱−B木zk朩
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证明 有关 杓来東杵来杮杣来 构造的等式在之前已写明。对于 材杯杷来杲杳来杴 构造，一个显然的观察是

材杓ET木B朩 ∼朽
∏
β∈B

木{ϵ}末 {β}朩,

于是

A木z朩 朽
∏
β∈B

(
朱 末 z|β|

)
朽
∏
n≥1

木朱 末 zn朩Bn .

于是

A木z朩 朽 来杸杰

(
∞∑
n=1

Bn 杬杯杧木朱 末 zn朩

)

朽 来杸杰

(
∞∑
n=1

Bn ·
∞∑
k=1

木−朱朩k−1 z
nk

k

)

朽 来杸杰

(
∞∑
k=1

木−朱朩k−1

k

∞∑
n=1

Bnz
nk

)
朽 来杸杰

(
∞∑
k=1

木−朱朩k−1

k
B木zk朩

)
.

对于 杍杵杬杴杩杳来杴 构造，利用类似的组合意义可得

杍杓ET木B朩 ∼朽
∏
β∈B

杓EQ木{β}朩,

于是

A木z朩 朽
∏
β∈B

(
朱− z|β|

)−1
朽
∏
n≥1

木朱− zn朩−Bn .

使用同样的手段得

A木z朩 朽 来杸杰

(
∞∑
n=1

Bn 杬杯杧木朱− zn朩−1

)

朽 来杸杰

(
B木z朩

朱
末

B木z2朩

朲
末

B木z3朩

朳
末 · · ·

)
.

最后来看 权杹杣杬来 构造，记 σ 表示圆排列的置换。求
∑N

i=1 w木Oi朩，其中 ⟨σ⟩ 作用于 Bn 上。运
用带权 杂杵杲杮杳杩杤来 引理

N∑
i=1

w木Oi朩 朽
朱

n

n∑
k=1

∑
(βi)i≤n∈ψ(σk)

w木木βi朩i≤n朩,

而 σk 是 木k, n朩 个 n/木k, n朩札轮换之积，所以就有

N∑
i=1

w木Oi朩 朽
朱

n

n∑
k=1

B
(
zn/(k,n)

)(k,n)
朽

朱

n

∑
d|n

φ木d朩B
(
zd
)n/d

.

于是

A木z朩 朽
∞∑
n=1

朱

n

∑
d|n

φ木d朩B
(
zd
)n/d

朽

∞∑
d=1

φ木d朩

d

∑
n≥1

B
(
zd
)n

n
朽

∞∑
d=1

φ木d朩

d
杬杯杧

朱

朱−B木zd朩
.

□


